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Introduzione [primo tomo] 

di Giulio Erberto Cantarella 

Tutto ciò che non si condensa in un’equazione non è scienza. 
(Albert Einstein, Come io vedo il mondo) 

I modelli di assegnazione della domanda di mobilità a reti di trasporto so-
no utilizzati per la simulazione dei sistemi di trasporto, nei quali i flussi risul-
tanti dalle scelte degli utenti sono influenzati dai costi di trasporto risultanti 
dal livello di servizio offerto ed i costi possono essere influenzati dai flussi a 
causa della congestione. Questi modelli simulano l’interazione tra: 

 domanda di mobilità che si riferisce agli effetti del livello di servizio sul
comportamento degli utenti;

 offerta di trasporto che esprime (se e) come il comportamento degli utenti
ha effetto sul livello di servizio offerto dal sistema (tempo di viaggio, ecc.).

Essi sono utilizzati nella progettazione delle caratteristiche dell’offerta di
trasporto (Supply Design), ad esempio dei parametri della regolazione sema-
forica di una intersezione isolata o di una rete di intersezioni (Signal Setting). 

Il presente testo si rivolge alla comunità scientifica e professionale del set-
tore, la sua natura ne consente l’utilizzo come strumento didattico. La tratta-
zione proposta include contributi originali sviluppati dagli autori, in alcuni ca-
si per questo testo. Essa sviluppa compiutamente gli aspetti teorici, senza ne-
cessità di riferimenti esterni ulteriori, pertanto risulta un approfondimento di 
quella presente in testi generali di analisi dei sistemi di trasporti (ad esempio 
Cascetta, 2006). La applicazione dei modelli presentati alla progettazione dei 
sistemi di trasporto sarà oggetto di altri volumi. 

La trattazione dei modelli per l’assegnazione alle reti di trasporto è accom-
pagnata da una presentazione degli strumenti matematici adottati, oltre le co-
noscenze di base dell’analisi. Allo scopo, si è reso necessario sviluppare una 
presentazione unificante (con alcuni elementi di originalità) dei modelli ma-
tematici astratti, in generale descritti in testi differenti, costituiti da sistemi di 
equazioni rispetto a variabili.  
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(Per una introduzione ai modelli matematici ed una loro classificazione si 
veda ad esempio Introduzione alla modellizzazione dinamica nella biologia 
applicata, di Giuseppe Pulina et al., 2000).  

Appare opportuno rilevare che si assume che il lettore abbia dimestichezza 
con gli elementi di base della teoria della probabilità. 

Delle numerose proposizioni presenti nel volume si riportano, per la mag-
gior parte di esse, le dimostrazioni. In particolare si noti che: 
 si rimanda alle note bibliografiche per le proposizioni non dimostrate;
 si omettono i riferimenti bibliografici per le proposizioni dimostrate e

ampiamente diffuse in letteratura;
 si evidenziano i riferimenti bibliografici per le proposizioni dimostrate e

non ancora diffuse in letteratura;
 si evidenziano le proposizioni di cui gli autori sviluppano la dimostra-

zione;
 si evidenziano le proposizioni introdotte dagli autori in questo testo e/o

pubblicate altrove.
Il presente testo costituisce il primo tomo di una collana che si prefigge di

rendere disponibili, in una unica trattazione coerente e auto-contenuta, i prin-
cipali risultati in letteratura sull’assegnazione alle reti di trasporto, tra cui al-
cuni materiali di difficile accesso. La trattazione procede per generalizzazioni 
successive dai modelli statici derivati dalla teoria dei punti fissi, presentati in 
questo tomo, a quelli dinamici derivati dalla teoria dei sistemi dinamici non 
lineari in tempo discreto (secondo tomo, in corso di completamento) o dalla 
teoria dei processi stocastici in spazi continui (terzo tomo, già programmato). 
Alcuni degli strumenti matematici descritti troveranno applicazione nei tomi 
successivi della colonna, e sono riportati qui per completezza di trattazione. 

Ringraziamenti 
Ringrazio l’amico e collega Francesco Russo per le numerose conversazioni 

serali sui numerosi aspetti della analisi dei sistemi di trasporti. Ringrazio, 
inoltre, il gruppo Last dell’Università Mediterranea degli Studi di Reggio Ca-
labria per il supporto alla pubblicazione di questo volume. 

Mi è particolarmente gradito confermare al giovane coautore, Pietro Velonà, 
la stima personale e l’amicizia che questa esperienza comune ha rafforzato. 
Sono emerse, accanto al suo ingegno brillante e al suo talento per le trattazioni 
matematiche già noti, doti di determinazione e perseveranza che, unite alla 
maturità scientifica raggiunta, ne fanno una sicura promessa della comunità 
scientifica e accademica. 

Fisciano (SA), 23 ottobre 2009 
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Introduzione [secondo tomo] 

di Giulio Erberto Cantarella 

A theory is just a mathematical model to describe the observations.  
Karl Popper 

What distinguishes a mathematical model from, say,  
a poem, a song, a portrait or any other kind of "model,"  

is that the mathematical model is  
an image or picture of reality painted with logical symbols  

instead of with words, sounds or watercolors.  
John L. Casti 

In questo secondo tomo prosegue la trattazione dei modelli di assegnazio-
ne della domanda di mobilità a reti di trasporto, iniziata nel primo tomo  
(Cantarella, Velonà, 2010). In particolare, si introducono e si discutono i mo-
delli di Processo Deterministico che consentono di analizare la dinamica inter-
periodale di un sistema di trasporto. I modelli di punto fisso per l’assegna-
zione di equilibrio discussi nel primo tomo risultanto un caso particolare dei 
modelli descritti in questo secondo tomo. 

Il volume è diviso, come il precedente, in due parti: la prima riguarda i 
modelli di Processo Deterministico per l’analisi di un sistema di trasporto, 
suddivisa in modelli e semplci applicazioni , la seconda riporta per utile rife-
rimento del lettore i principali strumenti teorici adottati. 

È singolare che questo volume si basi su una bozza quasi completa scritta 
circa dieci anni fa e poi andata perduta. Recentemente Pietro Velonà la ha ri-
trovata nella memoria di un vecchio PC consentendoci di riprendere il proget-
to editoriale, aggiornandola con più recenti risultati. 

Ringraziamenti 
Ringrazio gli amici e colleghi Francesco Russo per le numerose conversa-

zioni serali sui numerosi aspetti della analisi dei sistemi di trasporti, e David 
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Paul Watling per il tempo trascorso insieme parlando della analisi dinamica 
dei sistemi di trasporto. 

Mi è particolarmente gradito notare che questa ulteriore esperienza comune 
mi abbia permesso di consolidare l’amicizia e l’affetto che mi lega a Pietro 
Velonà, le cui doti umane e scientifiche sono note a chiunque lo conosca. 

Fisciano (SA), 23 gennaio 2020  



PARTE 1 

MODELLI DI PROCESSO DETERMINISTICO PER 
L’ANALISI DI UN SISTEMA DI TRASPORTO 





17

1. Offerta di trasporto e domanda di mobilità

Solitamente i modelli di assegnazione si riferiscono a opportuni intervalli 
di tempo, che possono anche essere una parte dell’intero giorno come ad 
esempio l’ora di punta del mattino; nel seguito, per semplicità, il periodo di 
riferimento sarà il giorno e sarà indicato con l’indice t (pedice). 

Si considerano inoltre gli utenti raggruppati in ni classi, in modo tale che 
tutti gli individui della classe i siano omogenei in tutti i comportamenti carat-
teristici; in particolare essi si spostano tra la stessa coppia O-D (possibilmente 
per lo stesso motivo) ed hanno mi possibili percorsi appartenenti ad un insie-
me Ki comune a tutti gli utenti della classe i. Sia m = i mi il numero totale 
dei percorsi. Senza perdita di generalità si assume che i percorsi siano ordinati 
in modo tale che il percorso k sia univocamente associato alla classe i, ossia 
k  Ki. Si noti inoltre che l’assunzione precedente non implica necessaria-
mente un modello di rete aggregato, poiché in linea di principio ogni centroi-
de può essere espanso per essere rappresentativo di suddivisioni più disaggre-
gate degli utenti (al limite ogni centroide può rappresentare un utente del si-
stema). 

Ogni giorno t, dt,i utenti della classe i, nell’unità di tempo, effettuano una 
scelta di viaggio, come quella rappresentata dalla scelta del percorso in una 
rete. L’elasticità della domanda può essere trattata introducendo un’alternativa 
fittizia (in particolare un percorso) corrispondente alla scelta di non spostarsi 
affatto, in modo tale che il flusso O-D possa essere assunto costante per giorni 
successivi. Sia: 

di il numero di viaggiatori (potenziali) per la classe di utenza i 
ossia la domanda di spostamento per la classe i, con dt,i = di, non negativa. 

Il risultato del comportamento di scelta dell’utente generico nel giorno t 
può essere espresso attraverso il numero di utenti (per unità di tempo) che se-
guono ogni percorso (assumendo che, in linea di principio, un percorso può 
rappresentare anche altre dimensioni di scelta, quali il modo e/o la destinazio-
ne), e sia: 
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ht,k il flusso sul percorso k al giorno t, 
ht il vettore di flusso di percorso (m  1) nel giorno t, 

risulta che: 

kKi  ht,k = di 

Ogni vettore non negativo h  0 di dimensioni (m  1) che soddisfi la rela-
zione precedente sarà detto vettore di flusso di percorso fattibile; poiché la 
domanda è una quantità positiva e, senza perdita di generalità, può essere as-
sunta superiormente limitata, i vettori di flusso di percorso fattibili sono non 
negativi e superiormente limitati, ossia essi appartengono ad un insieme H che 
è chiuso e limitato (e quindi compatto), ed è inoltre convesso perché definito 
dall’intersezione di insiemi convessi (iperpiani e/o semispazi). 

Quindi, un modello di assegnazione consente di definire tra tutti i possibili 
vettori di flusso di percorso quel vettore di flusso di percorso (se esiste), corri-
spondente ad un dato livello di domanda e che soddisfa le assunzioni sul 
comportamento degli utenti e sulle caratteristiche dell’offerta. In particolare, i 
flussi di percorso sono il risultato del comportamento di scelta dell’utente che 
a sua volta è funzione delle previsioni proprie dell’utente circa le prestazioni 
del sistema di offerta, come appreso da precedenti osservazioni relativamente 
all’attuale funzionamento del sistema stesso. Tutti questi argomenti saranno 
trattati nel paragrafo seguente. 

1.1. Modelli di offerta 

La topologia della rete è generalmente rappresentata attraverso un grafo 
con n archi ed m percorsi. Sia: 

B  la matrice di incidenza archi-percorsi (n  m), e sia BT la sua trasposta, do-
ve il generico elemento bak vale 1 se l’arco a appartiene al percorso k, vale 
0 altrimenti.  

Sia anche: 

ft,a il flusso sull’arco a nel giorno t; 
ft il vettore di flussi d’arco di dimensioni (n  1) nel giorno t. 

Risulta, pertanto, la seguente relazione tra il vettore dei flussi di arco e il vet-
tore dei flussi di cammino, attraverso la matrice di incidenza archi-percorsi B: 
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ft
 = B ht 

Ogni vettore di flussi d’arco che corrisponde ad un vettore di flussi di per-
corso fattibile è detto a sua volta fattibile; l’insieme di fattibilità (o ammissibi-
lità) per i flussi d’arco è a sua volta chiuso, limitato e convesso. 

Le prestazioni della rete sono solitamente espresse attraverso i costi di tra-
sporto generalizzati relativi all’arco, indicati con: 

ct,a costo sull’arco a nel giorno t; 
ct vettore dei costi d’arco di dimensioni (n  1) nel giorno t. 

Si può notare che tutti gli utenti che si spostano lungo un ramo percepisco-
no lo stesso costo generalizzato di trasporto, cosicché si dovrebbe associare un 
ulteriore arco  rappresentativo dello stesso collegamento fisico, ma relativo a 
una diversa categoria di utenti che percepisce in modo diverso il costo di tra-
sporto. 

Per semplicità si assume che i valori attesi dei costi d’arco siano funzioni 
deterministiche dell’intero vettore dei flussi (e si definiscono funzioni di costo 
non separabili), ossia: ct,a = c(ft), o anche in termini vettoriali: 

ct = c(ft) 

L’assunzione frequentemente fatta sulla separabilità delle funzioni di co-
sto (quando, cioè, il costo dipende soltanto dal flusso sull’arco corrisponden-
te), matematicamente espressa come: ct,a = c(ft,a), è naturalmente un caso par-
ticolare dell’assunzione più generale di non separabilità. 

Le prestazioni della rete rilevanti per gli utenti del sistema sono solitamente 
espresse in relazione ai costi generalizzati di trasporto di percorso, indicati con: 

gt,k costo sul percorso k nel giorno t; 
gt vettore dei costi di percorso di dimensioni (m  1) nel giorno t. 

Risulta, pertanto, la seguente relazione tra vettore dei costi di percorso e 
vettore dei costi d’arco, attraverso la matrice di incidenza archi-percorsi B: 

gt = BTct   (1.1) 

Quindi, un modello di offerta è completamente specificato una volta che 
siano date la matrice di incidenza archi-percorsi, che definisce la topologia 
della rete di trasporto, e le funzioni di costo d’arco. Matematicamente, questa 
condizione è espressa da: 
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