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La geometria secondo David Hilbert

La madre di tutti gli assiomi

di Umberto Bottazzini

gni conoscenza
(( umana comincia
con intuizioni, pro-

cede per concetti e termina con
idee». Con questa epigrafe, trat-
tadalla Critica dellaragione pura
di Kant si aprono i Fondamenti
dellageometria di David Hilbert,
il matematico di Kénigsberg
che, non a torto, € stato talvolta
definito’Euclide dell’etd moder-
na. A partire dalla prima pubbli-
cazionenel1899, infatti, questoli-
brohaconosciutodiecisuccessi-
ve edizioni, arricchite di aggiun-
te e supplementi, ¢ innumerevo-
li traduzioni tanto da diventare
ben presto unclassico paragona-
to,nonatorto, agli Elementi eucli-
dei. L’epigrafe posta in apertura
del libro pud sembrare solo un
semplice omaggio di Hilbert al
suo grande concittadino. Maélo
stesso Hilbert achiarirne il signi-
ficato profondo, quando scrive
chelageometria «pervenirefon-
datain modo ceerente» richiede
soltanto «poche, semplicipropo-
sizioni fondamentali». Queste
proposizioni costituisconoglias-
siomi della geometria. La loro
esposizione e «l'indagine sui lo-
ro mutui rapporti costituiscono
unproblemache & stato discusso
sindai tempi di Euclidex». Questo
problema, conclude Hilbert,
«porta all’analisi logica della no-
straintuizione dello spazio».

Dalle nostre intuizioni
sullo spazio nascono

le idee con el eostruire
i pitr ambizlosi

edifici concettuali

Ha dunque ragione Renato
Betti quando, nell'introduzione
a questa nuova edizione italiana
dei Fondamenti, osserva che in
quell'epigrafe ¢ possibile trova-
reriassunto in «estremasintesiil
vero programma hilbertiano
sullassiomatica». Sullanostrain-
tuizione spaziale sibasanoicon-
cettidellageometriachesicosti-
tuiscono in una teoria, in "idee",
e sono queste 'oggetto di un’in-
dagine logica che prescinde da
ogni riferimento contenutistico.
Loscopodichiaratodellibro¢ in-
fatti di «stabilire per la geome-
tria un sistema di assiomi com-
pleto e il pilt semplice possibi-
le»,didedurre daessile principa-
li proposizioni geometriche, e di
«mettere chiaramente in luce il
significato dei diversi gruppi di
assiomi e la portata delle conse-
guenze datrarre daisingoliassio-
mi». Come osserva Betti, nella
formulazione degli assiomi Hil-
bert «accoglie una forma di
apriorismonellaconoscenzadel-
lo spazio, che tuttavia & al servi-
ziodell'intuizione sensibile. Allo
stesso tempo, toglie ogni riferi-
mento ontologico a oggettio en-
ti privilegiati in modo da trasfor-
mare lageometriadascienzana-
turale, il cui contenuto & empiri-
€0, in una attuale scienza mate-
matica, che supera il problema
della natura degli oggetti».

I postulati che Euclide aveva
posto allabase degli Elementi fa-

cevano riferimento al contenu-
to intuitivo degli enti geometri-
ci. Dipunti, linee, piani, figure ge-
ometriche aveva dato definizio-
niche, per quanto pocosoddisfa-
centi ai nostri occhi, avevano lo
scopo di affermarne Pesistenza.
Per questo Euclide non stabili-
sce assiomi di esistenza, ma po-
stulati di costruzione, ha com-
mentato Hilbert che, invece, nei
suoi Fondamentievita esplicita-
mente ogni discorso sull’origi-
ne ¢ la natura degli enti geome-
tricie affida laloro esistenza al-
la non-contraddittorieta del si-
stema di assiomi adottato. Co-
me mostra Betti nella sua bella
introduzione, Yopera di Hilbert
¢ radicata nello sviluppo della
geometria, che nel corso dell’Ot-
tocento si & arricchita di «nuovi
universi geometrici», universi
non euclidei e a pil dimensioni
che sfidano la nostra intuizione
dei fenomeni spaziali.
«Consideriamo tre diversi si-
stemi di oggetti» esordisce Hil-
bert nella celebre «Spiegazio-
ne» con cui si apre il volume.
Chiamati «punti» gli oggetti del
primo sistema, «rettex» quelli del
secondo e «piani» quelli del ter-
zosistema, essistannoincertere-
lazioni indicate da termini come
«giacerey, «stare fra», «essere
congruente». «La descrizione
esattaecompleta, ai finimatema-
tici, di queste relazioni, & data da-
gliassiomi». Il contenuto geome-

tricodellateorianon é dunque af-
fidato alle suggestioni intuitive

evocate dai termini usati, Ma ve-
nendomenoilricorso alleviden-

za intuitiva, come assicurarsi
cheil sistemadiassiomiadottato
sianon contraddittorio? Latecni-
ca di dimostrazione seguita da
Hilbert ¢ quella di costruire un
-opportuno modello del sistema.
Al tempo stesso, la consistenza
del sistema assiomatico assicura
Pesistenzadegli oggetti matema-
tici descritti dal sistema. Certo,
«la consistenza € solo relativa e
Pesistenza & altamente non co-
struttiva, ma lo strumento € po-
tente», osserva Betti. « Permette
di fornire una descrizione com-
pletadirisultati ottenutiinsecoli
dilavoro da parte dei matemati-
ci,dicapire qual ¢ lastrutturade-
duttiva che lilega e laloro logica
interdipendenza».
QuelladiHilbert & una conce-
zione radicalmente nuova, che
allepoca va incontro alle criti-
che di coloro che affidano all'in-
tuizione spaziale un ruolo privi-
legiato e determinante. Ma & la
concezione che si ¢ affermata
nel corso del Novecento come
caratteristica dei sistemi assio-
maticimoderni., '
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