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CULTURA

NIENTE È PIÙ
surreale

DEL VUOTO
Studiati per la prima volta dal matematico
inglese John Conway, i numeri surreali
compongono un sistema che al suo interno
accoglie elementi infiniti oppure infinitesimi

iente è più reale

del nulla' affer-

mava il dram-

maturgo irlan-

dese Samuel

Beckett, maestro del teatro dell'as-

surdo e del surreale, così come il

drammaturgo rumeno Eugène

Ionesco del quale abbiamo letto

nello scorso numero di Prisma.

Ma assurdo e surreale sono due

aggettivi che hanno trovato for-

ma anche in matematica: il primo

è associato a una delle più note

tecniche dimostrative, il secon-

do — su cui ci concentreremo — a

un particolare universo numerico

che, si potrebbe sostenere, nasce

proprio dal nulla.

I numeri surreali, tuttavia, esisto-

no davvero, sono una cosa seria e

non un paradosso. Furono ideati

nei primi anni '70 dal matemati-

co inglese John Horton Conway

(1937-2020). Il loro sistema estende

quello dei numeri reali accogliendo

al suo intemo pure elementi infiniti

oppure infinitesimi. Guardiamo qui
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i numeri reati come un campo or-

dinato, se vogliamo usare i termini

algebrici ufficiali, e dunque nella

sostanza li guardiamo rispetto alle

loro operazioni di addizione, sot-

trazione, moltiplicazione e divisio-

ne e alla loro relazione di ordine.

Definiamo poi un elemento infini-

to se è maggiore in valore assoluto

di ogni reale, mentre lo definiamo

infinitesimo se è minore in valore

assoluto di ogni reale non nullo.

Il contesto richiama allora quel-

lo dell'analisi non standard, cioè

dell'approccio all'analisi che fu

proposto a metà del secolo scor-

so da Abraham Robinson, famoso

matematico di origine tedesca,

poi naturalizzato statunitense, co-

nosciuto soprattutto come logico,

non ignaro però della matematica

applicata tant'è che scrisse anche

contributi rilevanti all'aerodina-

mica. L'ambiente dell'analisi non

standard, infatti, non è il campo

reale, ma una sua estensione, che

si chiama iperreale e accoglie an-

ch'essa al suo interno, oltre ai nu-

di Jacopo De Tullio

meri reali, pure gli infinitesimi, in-

tesi non come pura immaginazio-

ne, "fantasmi di entità evanescen-

ti", ma come elementi effettivi, con

pieno diritto di cittadinanza. Le

motivazioni di Robinson furono

di fondare un'analisi infinitesimale

più corrispondente alle intuizioni

di Leibniz e Newton, che per primi

la introdussero compiutamente, e

opposta alla visione tradizionale

degli epsilon e dei delta, che di so-

lito impariamo a scuola e all'uni-

versità e che evita accuratamente

gli infinitesimi.

ll mondo surreale di Conway

è però diverso. Amplia ancora il

campo ordinato dei reali, ma nel

suo caso gli infiniti che si aggiun-

gono corrispondono ai numeri

ordinali di Cantor, che mal si le-

gano all'analisi. In genere, la co-

struzione dei numeri ordinali che

si studia all'università è quella ela-

borata dopo Cantor da John von

Neumann.

Potremmo pensare questi nu-

meri ordinali infiniti come i fratel-
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I numeri surreali
esistono davvero,

sono cosa seria
e non un paradosso

li maggiori dei numeri naturali O,

1, 2, 3, .... Il minimo tra di loro si

chiama w e corrisponde alla se-

quenza ordinata di tutti i naturali,

dopo di che si incontrano w+1,

w+2,..., w+w ecc. La collezione

dei numeri che si ricava in que-

sto modo è sconfinata, così vasta

da non potersi neppure definire

un "insieme". Cantor, che pure

era stato talmente immaginifico

da inventare questa collezione

sterminata di nuovi numeri infi-

niti, non prestò attenzione alcuna

agli infinitesimi, che anzi osteggiò

pregiudizialmente per vari motivi

filosofici. D'altra parte, una volta

che gli infiniti sono ammessi all'in-

terno di un campo, gli infinitesimi

li seguono facilmente e fatalmen-

te, come loro inversi: come si usa

dire anche in certe spiegazioni in-

tuitive dell'analisi tradizionale, l'in-

verso di un numero molto grande

è un numero molto piccolo.

L'universo surreale di Conway

ospita dunque reali, ordinali e in-

versi di ordinali: 0, 1, ri così come

—1

w e 1/w. A ispirare il suo creatore

furono tuttavia, come si diceva,

non finalità legate all'analisi infini-

tesimale, ma un gioco da tavolo, il

Go, una sorta di dama molto dif-

fusa in Oriente, e alcune conse-

guenti questioni combinatorie. A

suggerire poi l'aggettivo surreale

per denominare questo nuovo

mondo fu il matematico e infor-

matico Donald Knuth, che nel li-

bro del 1974 Surreal numbers: how

two ex-students tumed on to pure

mathematics and found total hap-

piness ne fornisce un'esposizione

gradevole e accessibile (ne esiste

anche una traduzione italiana edi-

ta da FrancoAngeli nel 2016, con

il titolo Numeri surreali. Come due

ex-studenti scoprirono la mate-

matica pura e trovarono la felicità).

Conway invece illustrò la sua in-

venzione in un suo classico libro

del 1976, On numbers and games,

che descrive sia la struttura surre-

ale che il legame con i giochi.

La costruzione dettagliata dei

numeri surreali è complessa.

Qui la accenniamo seguendo

l'approccio sviluppato da Harry

Gonshor nel suo libro del 1986,

An introduction to the theory of

surreal numbers. Partiamo allora

dal nulla, di cui si parlava all'ini-
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zio: nello specifico, dall'ordinale

0, o se preferiamo dall'insieme

vuoto. Immaginiamo che O ge-

neri due figli, che poi, a cose fatte,

costituiranno rispettivamente, -1

e +1, imponendo naturalmente

-1<0<+1. A questo punto l'ope-

razione si ripete, producendo due

figli per -1 e +1, e quindi quattro

nipoti per 0, nell'ordine -2, -1/2, 1,

2, e via dicendo. L'effetto che si

ottiene dopo qualche passo ulte-

riore è raffigurato in figura 1, una

sorta di albero genealogico, in cui

i numeri surreali si susseguono

nell'ordine che va da sinistra a de-

stra. In questa rappresentazione

fantasiosa ogni numero surreale

riceve perfino una data di nasci-

ta, che corrisponde al livello in

cui si trova inserito; così O è l'uni-

co presente sin dall'inizio, -1 e +1

nascono il primo giorno, -2, -lh,

1, 2 il secondo ecc..

Possiamo concludere ribaden-

do che i numeri surreali formano
un ampliamento vastissimo del

campo reale, del quale condivido-

no varie proprietà fondamentali;

eppure si ,generano dal nulla, cioè

dall'insieme vuoto! Parafrasando la

citazione beckettiana con la quale

abbiamo iniziato: niente è più sur-

reale del vuoto.

Figura 1.
Cs) www.semanticscholar.org
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